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Mathisson’s ‘new mechanics’ of a relativistic spinning particle is shown to
follow, in the case of planar motion, from only general requirements of rel-
ativistic invariance and of the dependence on third order derivatives along
with the ‘variationality’ feature. The hamiltonian counterpart ultimately re-
covers the Dixon equations for this case with the Pirani supplementary
condition.
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1. Introduction
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2. Lagrangian description
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Third-order classical spin dynamics in plane
ûUüﬀýüﬁþ-ß  ßü
	4ü	
.ü(ýþ&ß(ýﬁﬀﬂü
&ß(ýﬃ ﬀ:ß!#"$üﬀþ&%' (#
!
)
üﬁþ%$ý+*,"ü-ü&!#".%'!/ü
)
ßý+ß01 ü&	324ﬀ651ﬀ67$89"5;:<"24=>ü?"#A@ü3ýü&!B+ß %-ü3ýEß%$ý+CED
"ü&!#%ü&	 üﬁFý	G%$ý"ü3ýIHü&!ü3ýEß%$ýG%'JKüLKßýMEß!N"#	(ýA01(%'!Oﬀ
CED,8QPR'ST7 UVﬂWYX
Z
!B/#8ý";%$ý"ü3ý
[Y(# ü3ý\]%'	M	M%'! ü&^;(ß%'!`_ab= ü=]ß
%'JI	M%'.ü
)
ßý+ß%'!ß %$ýH'!dce!
fg%+	-ß$þﬁüh"#.ü&!#	M%'!#	F#	G!B%ühJi%$ýj_lk'cm=
ûUüﬀßýü!Bü3ýü&	ü&"n%'!# AT!Eü]ü&^;(ß%'!#	o0ü-ßý!#H?ü\]%'!þ-ßýpü	
.ü(ýMNGA
üq!F1!#Aü&	M&ß rHü&!ü3ýEß%$ýst-ßýEß.ü(ýuﬁü&"v0wx.ü-ß!#	g%'J:ße	4ü	
.ü(ýþI&ß(ý
y
ß!#"N	M%'.ü
)
üﬁþ%$ýGzﬁ{
s|E}T~zB5ﬂPROi'21zUV1Wo
y
~f5V1W
izU'VdŁGt~zw77oU'VdŁG
y
O~f7VdŁ
o~zB7O7'U'V
Ł
9~zB7'AO7oU'V
Ł

y
O~f7'wV
Ł
X
>üþﬁü&!Bü3ýü&""#%q	e0%' K"ü&!#%ü&	oü3!#!ü3ýo-ý%;"#(þﬁ%'J
)
üﬁþ%$ý	o%$ýoü&!#	M%$ý	&ü
 %;ü3ýü&""#%e	e0%' Y"ü&!#%ü&	ü&þ&%'!B(ýEß$þ%'!%'Jnß ý%
)
üﬁþ%$ý]ß!#"$üv	M(01	(ü&^;(ü&!B
þ&%' (#
!;
)
üﬁþ%$ýﬀY%$ý_a	M%'.ü.ü&	4ceüiþ&%'!B(ýEß$þ%'!%'J1ß$&ß(ý ß!#"ü,	M(01	(ü&^;(ü&!B
þ&%' (#
!;
)
üﬁþ%$ý='!v%$ý"ü3ý%gþ4#%'	(ühßþ&%'!
)
ü&!#ü&!BKüm-ýü&	M	M%'!v%'JüI	
.ü(ýMþ&%'!þﬁü-#
;üﬁ!B(ý%;"#(þﬁügß
)
üﬁþ%$ýI"#A@ü3ýü&!B+ß Ji%$ýBﬀbß	M	M%9þ&+ßü&"?GA?ü1ü&^;(ß%'!$_lk'cm{

|9
4
7w

 
'
2O¡

|¢~f7'1VdŁ7';ﬃ7'w* X _l£'c
¤o%A	Y-%'	M	MA01 üG%gþ-ß	YüI"ü-ßh%'JüI	
.ü(ýM3%'Jüü&^;(ß%'!T_lk'c]!B%ü
J+ýEß.üg%$ýM
%'JOüCþ&%'!þﬁü-# %'Jpümü3ý%$ý"#A@ü3ýü&!B+ß 		ü&¥!
)
ßý+ß!þﬁü=#>üq		ü&¥!
þ-ß	(üh	 Hü&!ü3ýEßü&"¦0w?ü
)
üﬁþ%$ý
)
ß (ü&"¦\YJYß@Ji%$ý9?ß!#"Nüþ&%'!BEß$þ
)
üﬁþ%$ý
)
ß (ü&"
"#A@ü3ýü&!B+ß Ji%$ý
	

5}§7

2O¡

7}¨7'

2OX _b©Bc
ª*üqs/~Mh"ü&!#%ü3ü3ªﬂüe"ü3ý
)
ß
)
ü3%'J]ü
)
üﬁþ%$ý
)
ß (ü&"E"#A@ü3ýü&!B+ß ]Ji%$ý«.ß %'!#H
ü
)
üﬁþ%$ýoFü& "Ts$=O>ü3!
)
ßý+ß!þﬁüþ&%'!#"#A%'!qþ&%'!#	M		q!,ßqü3ýü3&ßN0ü3Ji%'(#!#"
	M%'.üq&ß(ýþﬁü&	o¬vﬀd­ﬀbß!#"¦®«"ü-ü&!#"#!#Hv%'!?7&ß!#"N7'd	M(þ4¦ß
¯°~Mq|±¬QUo­.U~

53}¨7

2g®U~

73}¨7'

2M<X _b²Bc
ûUüß 	M%.ß	M	(ü3ýMGßI ß!#"!$_l£'c"#%
!#%G"ü-ü&!#"iü&Aü3ýG%'!N2%$ý 51=
"ü&!BAf._b²BcI	-1 A	ﬁ!B%?
%$ýü3"ü&!BAü&	ﬁ%0#Eß!ü&"0w^ü
)
ß (ß!#H?ü]þ&%9ü³.þ&ü&!B	
%'Jﬂüh"#A@ü3ýü&!B+ß 	

24ﬀ

51ﬀ

7#ﬀß!#"

7'd!#"ü-ü&!#"ü&!B A{
~fzU'VdŁGt~zw7;O7oU'VdŁG
y
O~f7VdŁ
o~zB7´9~7gµ¶z}°
y
|±¬3· _¸¹Bc
o~g7'Agµ¶z´t~zw7'A¢|9®· _¸'¸<c
}?hµºz§|t­· _¸<'c
s~4Bﬁ|±¬
e}­G7+}®N7'<X _¸»Bc
455
R.Matsyuk
¼½¾¿#ÀnÁÂÃÄBÀ¾¿#À/ÅAÆTÇ ÈÉÊeÂÃ'ËoÊ
ÀÁ½#È?¾¿#À¾À&½#ÈMÃÌÍaÈMÃ'Ê
À¾ÎÊ
À&Èx½1ÁÊ
À&ÏÐÁÈÅÑÏ#ÎAÌÀ&Ò¾ÇÔÓ
Õ
ÌÃ;Ï#Ö#Ò¾IÃ'×KÊvÁ¾MÌÎÒ&À&È&Ø
Ù
ÈÚBÀÛÜÈÉÊ
Ê
À¾MÌÎÒ ¾fÛgÃÜlÂwÉwÜl¾fÛgÃ3ÊvÁ¾MÌÎÝvÁËAÛÁÉÈ¿1ÁÈ¾¿#ÀqÎ½BÄBÀÌÈMÀÞÈMÃe¾¿#ÀÅÑßKÁàÌ4Á½#à'À
Ê3Ö#ËA¾Î
Õ
ËÎÀÌÈ&ÇwávÞBâÞBÁ½#Ï
ã ÊvÁÉeÀmÝ
Õ
ËÎÒ&ÎA¾ËAÉÂÀÏ#Àä1½#À&Ï
×ÌÃ'Ê¾¿#À À&å;Ö1Á¾ÎÃ'½#ÈGÍæçèræ<é'ÓKÁ½#Ï
¾¿#À&½3ÈMÖÂ1È¾ÎA¾Ö¾À&ÏÎ½B¾Ã+ÍæêBÓmØë;ÖÂ1ÈMÀ&å;Ö#À&½B¾ËAÉBÞ¾¿#ÀgÀ&å;Ö1Á¾ÎÃ'½?ÍæêBÓﬂÈ
Õ
ËÎA¾È]Î½B¾ÃI¾¿#À×iÃ'ËËÃÛGÎ½#à
ÎÏ#À&½B¾ÎA¾ÎÀ&ÈoÂwÉ,¾¿#À
Õ
ÃÛgÀÌÈqÃ'×¾¿#À3ÄÁÌÎÁÂ1ËÀì'íﬂÁ½#ÏTÂwÉ,¾¿#À
Õ
ÁÌ4ÁÊ
À¾ÀÌÈﬁî9Á½#ÏEï Íð¾4ÁÚBÀ
½#Ã¾ÎÒ&ÀoÃ'×¾¿#ÀqÏ#ÀÌÎAÄÁ¾ÎAÄBÀoÊvÁ¾MÌÎÝvñò6ó¢ôfì'íõ'öd÷øñﬁù#ÁËÈMÃe¾¿#ÀoÄBÀÌM¾ÎÒÁËOÁÌMÌÃÛQÈMÎà'½
Õ
Ã'Î½B¾È
¾Ã3¾¿#ÀﬁÄBÀÌMÉ?ËÁÈ¾G×ðÁÒ¾ÃÌ ¾ÃÛG¿#ÎÒ4¿N¾¿#ÀhÁ×iÃÌÀ&à'Ã'Î½#à+Ï#ÎAúÀÌÀ&½B¾ÎÁËﬂÃ
Õ
ÀÌ4Á¾ÃÌGÈ¾ÎËËÁ
Õ#Õ
ËÎÀ&È4Ómû
ôMîºüôfìhýöd÷øøñòì'íwþtôîºüôfì'íwýöd÷<øøﬂñì'í#ß ôfì'íõöd÷øﬂñIîeì'í
ó¢ôMîºüOôfìýöd÷øø

ñGññ
ò
ì'í1ßñIîñ&ñ
ò
ì'í Íæ
	wÓ
ôîºüôfìhýöd÷øø.ßî ó¢ôî¶üOôfìýöd÷<øø

ñGñ

ßñIîñ

 Íæ'Ó
ôMîºüOôfìýöd÷<øøó¢ôMîºüOôfìýöd÷øø

ñGñ

ßñIîñ

 ÍæBÓ
ôïõ'öd÷Gþtôïüwì;øOìoõ'öd÷øñòì'íwþtôïüwìøñòì'íwþtôïüwì'íAøYôfìoõ'öd÷øñì'í;þ9ôïüBì'íøñòì
ó¢ôïõöd÷Iþ9ôïüBìøOìoõ'öd÷<ø

ñGñ

ñòì'íwþtôïGñ

ñòì'íAøñì+ß°êqôïüBì'íAøﬂñì'í Íæ'Ó
ôïõ'öd÷Gþtôïüwì;øOì1õ'öd÷øþ9ôìøgÆºï
ó¢ôïü1öd÷GþtôïüBìøìoõ'öd÷ø

ñGñ

$þtôñgìøgÆ¶ïGñ

$þtôïüwìø ÍæBÓ
ôïõ'öd÷Gþtôïüwì;øOìoõ'öd÷ø
ó¢ôfïõ'öd÷Gþtôïüwì;øOìoõ'öd÷ø

ñGñ

qþ¶êqôïüBìøqþ9ôïGñ

'øﬂñìoõ ÍæBÓ
ﬀ
Ö#ÊeÂÀÌÈMÃ'Ê
ÀÁËA¾¿#Ã'Ö#à'¿`ÌÃ'Ö¾Î½#ÀÒÁËÒ&Ö#ËÁ¾ÎÃ'½#ÈEÁÒ&Ò&Ã'Ê
Õ
Á½BÉÎ½#à´¾¿#ÀÈMÎÊ3Ö#ËA¾4Á½#À&Ã'Ö#È
ÈMÃ'ËAÄÎ½#àvÃ'×]¾¿#À
Õ
ÁÌM¾ÎÁËKÏ#ÎAúÀÌÀ&½B¾ÎÁË6À&å;Ö1Á¾ÎÃ'½#ÈÍæ
	wÓGÁ½#Ï.Íæ'ÓÛGÎA¾¿,ÌÀ&È
Õ
À&Ò¾q¾Ãv¾¿#ÀeÖ#½;Ü
Ú½#ÃÛG½N×iÖ#½#Ò¾ÎÃ'½ﬂﬁﬃ! 
Õ
ÌÃ;Ï#Ö#Ò&Àﬁ¾¿#ÀhÖ#½#Îå;Ö#ÀﬁÃ'Ö¾
Õ
Ö¾IÃ'×
ﬁﬃ! "
Ò&Ã'½#È¾
Íæ$#&%(')%
'
#&%*+%
*
Ó-,/.
 10
2$ÀﬁÌÀ&Ê
Î½#Ï?¾¿1Á¾G¾¿#ÀhÈÉÈ¾À&Ê Ã'×K¾¿#ÀhÀ&å;Ö1Á¾ÎÃ'½#ÈÍæ
	<èræBÓgÁ½#ÏN¾¿#ÀÈÉÈ¾À&ÊjÍ+BÓgÊ3Ö#È¾
ÂÀﬁÈMÃ'ËAÄBÀ&Ï¦ÈMÎÊ3Ö#ËA¾4Á½#À&Ã'Ö#ÈMËAÉBØ43¿wÖ#È&Þ1¾¿#ÀhÀ&å;Ö1Á¾ÎÃ'½$Í+ÎiÓYÂÀ&Ò&Ã'Ê
À&È¾MÌÎAÄÎÁËO½#ÃÛhØ
5o½#Ï#ÀÌI¾¿#ÀeÁÈMÈMÖ#Ê
Õ
¾ÎÃ'½¦Ã'×1ÂÀ&Î½#àxÁ+ÈÉÊ
Ê
À¾MÌÎÒqÊvÁ¾MÌÎÝ$ÍaÈMÀ&ÀxÍ+ÎÎiÓMÓmÞ¾¿#ÀÈMÃ'ËÖ¾ÎÃ'½
Ã'×ﬂ¾¿#ÀhÀ&å;Ö1Á¾ÎÃ'½#È6;Íæ'ÓmÞﬂÍæBÓ87hÎÈ&û
9;:-<
"Ò&Ã'½#È¾$=wÍæ$#/ì1üìwÓMÓ?>
ﬃ
.
 
Í@%
:
%
<A
Íæ#/ì#üì;ÓCB
:-<
Ó
0
3¿#ÎÈoÁÖ¾Ã'ÊvÁ¾ÎÒÁËËAÉvÈÁ¾ÎÈä1À&ÈI¾¿#ÀhÀ&å;Ö1Á¾ÎÃ'½/Í+ÎÎÎiÓY¾Ã;Ã#Ø1¼½NÛG¿1Á¾oÒ&Ã'½#Ò&ÀÌ½#ÈI¾¿#ÀÈMÖÂÜ
ÈÉÈ¾À&ÊD6;ÍæBÓmÞﬂÍæBÓ87BÞ#Ã'½#ËAÉv¾¿#Àﬁ¾MÌÎAÄÎÁËÈMÃ'ËÖ¾ÎÃ'½ﬂE"GF?ÀmÝ#ÎÈ¾È&Ø
2$ÀgÁÌÀYÌÀÁÏÉ½#ÃÛ/¾ÃI×iÃÌÊ3Ö#ËÁ¾ÀY¾¿#ÀÈMÖ#Ê
ÊvÁÌMÉﬁÃ'×¾¿#ÀgÁÂÃÄBÀÏ#ÀÄBÀ&ËÃ
Õ
Ê
À&½B¾]Î½¾ÀÌÊ
È
Ã'×6Á
Õ
ÌÃ
Õ
Ã'ÈMÎA¾ÎÃ'½Oû
HJIKMLNKPO
Q)RQ@KPSUTWVX4YZ@[]\^`_aZ+^`[]bc1dfegY_ah+ikjZ)l8l
j[ﬂY?mnd4^`b+Zoj[j-p^q_?Yer^`b+Z@\Z)lab+Zosutver^`[P^`_wxjh
b+Zoj[Z)lny
A z
ì'í í
Íæ{#ì1üì;Ó-,/.
 
#+ê
z
ì'í
Íæ#/ì#üì;Ó-|/.
 
Íðì1üì'íÓ# }
Íæ#ì1üì;Ó-,/.
 
ÍMÍæC#3ìdüìwÓ;ì'í
A
Íðì'íiüì;Ó;ìwÓ"~F
0
ÍléçBÓ
456
Third-order classical spin dynamics in plane
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Third-order classical spin dynamics in plane
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Third-order classical spin dynamics in plane
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Релятивістична динаміка третього порядку:
класичний рух частинки зі спіном у площині
Р.Мацюк
Інститут прикладних проблем механіки і математики НАН України,
290005 м. Львів, вул. Дудаєва, 15
Отримано 12 березня 1998 р.
Показано, як
”
нова механіка“ Матісона для опису частинки зі спіном
випливає (у випадку вільного руху в одній площині) лише із загальних
вимог про релятивістичну інваріянтність та суттєву залежність від по-
хідних аж до третього порядку в такому рівнянні руху, яке випливає
з варіяційного принципу. Гамільтонів підхід тоді знову відтворює рів-
няння Діксона з доповняльною умовою Пірані.
Ключові слова: ляґранжіян, гамільтоніян, механіка
Остроградського, релятивістична дзиґа
PACS: 03.20.+i, 02.40.+m
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